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Résumé  On démontre la onjeture de Gray et Wolf que les seules variétés stritement approx-
imativement kähleriennes homogènes sont les espaes 3-symmétriques. Pour ela on les lassie en
dimension 6 puis la démonstration pour les dimensions supérieures provient d'un théorème de Nagy,
s'appuyant sur des résulats préédents de Cleyton et Swann. Les espaes homogènes de dimension 6,
S3 × S3, S6, CP (3) et l'espae des drapeaux F (1, 2) portent une unique struture approximativement
kählerienne invariante à homotétie près. Pour le premier, ela résulte de la résolution d'une équation
diérentielle donnée par Reyes Carrión. Pour les deux derniers, il s'agit de leur struture presque her-
mitienne d'espae de twisteurs sur une variété de dimension 4. Enn, les strutures approximativement
kähleriennes sur la spère de dimension 6 orrespondent à des 3-formes onstantes sur R7.
1. Introdution
Une variété approximativement kählerienne (ou Nearly Kähler, en anglais : doréna-
vant on note NK) est une variété presque hermitienne telle que la derivée ovariante
pour la onnexion de Levi-Civitá de la forme de Kähler ω est antisymétrique.
Les variétés stritement approximativement kähleriennes (SNK)  'est à dire qui ne
sont pas simplement kähleriennes  en dimension 6 sont partiulières à plusieurs titres.
Notamment elles admettent un spineur de Killing (voir [9℄) et sont d'Einstein ([7℄).
Depuis les travaux de Nagy dans [13℄ on sait que de leur lassiation dépend beauoup
elle des variétés NK en toute dimension.
Une voie privilégiée de onstrution des variétés NK est elle des espaes 3-symétriques.
A. Gray a montré en 1972 que tout espae homogène 3-symétrique naturellement ré-
dutif est muni anoniquement d'une struture NK (voir [8℄). Auparavant A. Gray et
J.A. Wolf avaient onjeturé en 1968 dans [16℄ que tout espae homogène SNK est
3-symétrique. Retournant a l'intérêt manifesté dans les années 70 pour es variétés,
P.A. Nagy ([14℄) a déomposé les variétés SNK de dimension quelonque en produits
riemanniens d'espaes de twisteurs au-dessus de variétés Kähler-quaternioniques, d'es-
paes homogènes et de variétés SNK de dimension 6. Si la variété est de plus homogène,
il ne reste que des espaes homogènes, de divers types mais tous 3-symétriques et des
variétés SNK homogènes de dimension 6 de telle sorte qu'il sut pour que la onjeture
soit vraie qu'elle le soit en dimension 6.
Dans et artile on prouve la onjeture en lassiant totalement les variétés SNK
homogènes simplement onnexes de dimension 6.
Theorème 1.1. Tous les espaes homogènes stritement NK de dimension 6 sont des
espaes 3-symétriques munis de leur struture presque omplexe anonique.
1
2Theorème 1.2. Les seuls espaes homogènes stritement NK simplement onnexes de
dimension 6 sont isomorphes à G/H où G et H sont les groupes de Lie donnés dans la
liste :
 G = S3 × S3 et H = {1}
 G = G2 et H est SU(3) (dans e as G/H est la sphère de dimension 6) ou un de
ses sous-groupes nis
 G = Sp(2) et H = S1 × SU(2) (alors G/H est l'espae projetif omplexe CP (3))
ou un de ses sous-groupes nis
 G = SU(3), H = S1 × S1 et G/H est l'espae de drapeaux F (1, 2)
De plus sur haun de es espaes homogènes il y a une seule struture presque omplexe
NK invariante à isomorphisme près.
Pour ahever la lassiation il faudra examiner les quotients nis des espaes ho-
mogènes dont la liste est dans le théorème 1.2. En eet les variétés SNK sont ompates,
de groupe fondamental ni d'après Nagy ([13℄). En dimension 6 ela résultait déjà de la
démonstration par Gray dans [7℄ qu'elles sont d'Einstein, à ourbure salaire stritement
positive.
Dans la setion 2, des préliminaires algébriques à la lassiation permettent d'établir
une première liste des groupes G et H tels que leur quotient G/H est sueptible d'ad-
mettre une struture SNK invariante. Dans la setion 3, on traite le as jugé le plus
diile du produit de sphères S3 × S3. En résolvant l'équation diérentielle de Reyes
Carrión [15℄, qui aratérise les variétés SNK en dimension 6, sur l'espae des 2-formes
invariantes, on montre que S3×S3 admet une seule struture homogène SNK orrespon-
dant à la onstrution de Ledger et Obata dans [12℄ d'un espae 3-symétrique. Dans la
setion 4 on traite plusieurs as qui se ramènent au préédent. Dans la setion 5 et la
setion 6, le moyen de déterminer les strutures presques hermitiennes invariantes de
F (1, 2) et CP (3) est de déomposer la représentation linéaire isotropique en représenta-
tions irrédutibles. Cette reherhe apparaît liée à la théorie des espaes de twisteurs des
variétés de dimension 4 (ii CP (2) et S4 respetivement.) Il faut alors aluler quelles
sont NK. Enn dans la setion 7, la donnée d'une struture NK de la sphère S6 est
rappelée être équivalente à la donnée d'une 3-forme générique onstante sur l'espae
eulidien R7 et ela termine notre étude.
2. Préliminaires
Une variété riemannienne (Mn, g, J) est dite presque hermitienne si la métrique g
et la struture presque omplexe J vérient g(JX, JY ) = g(X, Y ) quels que soient les
hamps de veteurs X et Y , donnant une redution du bré prinipal SO(M) à U(n),
notée U(M). Soit ∇ la onnexion de Levi-Civitá de g, ω = g(J., .) la forme de Kähler.
Soit Λ(2,0)+(0,2)M le sous-bré des 2-formes ν de M vériant ν(JX, JY ) = −ν(X, Y ). Le
tenseur ∇ω est une setion de T ∗M ⊗Λ(2,0)+(0,2)M . Il s'agit d'un bré assoié de U(M)
et on peut voir alternativement ∇ω omme une fontion équivariante de U(M) dans
V ∗ ⊗Λ(2,0)+(0,2)V ∗ où V est un espae vetoriel hermitien ave dimRV = n. Or il se dé-
ompose, omme espae de représentation de U(n), en quatre sous-espaes irrédutibles
non isomorphes, notés W1,W2,W3,W4. Selon que ∇ω prend ses valeurs dans un des
316 sous-espaes invariants
⊕
i∈I Wi, I ⊂ {1, 2, 3, 4} on dénit, après Gray et Hervella
[8℄, 16 lasses naturelles de variétés presque hermitiennes. En reprenant leurs notations,
les variétés NK sont dénies par ∇ω ∈ W1 = {ν ∈ V ∗ ⊗ Λ(2,0)+(0,2)V ∗|ν(X, Y, Z) =
−ν(Y,X, Z)}. Autrement dit le tenseur ∇J de type (2,1) est totalement antisymétrique.
Maintenant, par l'intermédiaire de fontions U(n)-équivariantes liant ∇ω à d'autres
tenseurs géométriquement signiatifs de la variété, on se rend ompte que, par exem-
ple, la omposante surW1⊕W2 est donnée par le tenseur de Nijenhuis ou la omposante
sur W3 ⊕W4 par la partie de type (2,1)+(1,2) de dω. On démontre de ette façon que
la struture presque omplexe d'une variété NK n'est jamais intégrable à moins qu'elle
soit kählerienne (i.e. ave ∇ω = 0) et que la diérentielle de la forme de Kähler dω est
de type (3,0)+(0,3).
Soit M = G/H un espae homogène rédutif 'est à dire qu'il existe une déompo-
sition g = h ⊕ m, Ad(H)-invariante. La projetion naturelle π : G → G/H est une
bration prinipale de groupe H . La restrition de la diérentielle de la projetion en
e est un isomorphisme π∗ : m → ToM où o = π(e). Cette identiation est de plus H-
équivariante : π∗(Adhu) = h∗π∗(u), ∀ u ∈ m (en notant enore g le diéomorphisme de
M induit par la multipliation dans le groupe à gauhe par g ∈ G.) Ainsi la représenta-
tion linéaire isotropique est vue omme la représentation Ad(H) sur m. Autrement dit le
bré assoié G×Adm/H est anoniquement isomorphe au bré tangent par l'appliation
G×Ad m/H ∼→ TM
[g, u] 7→ g∗π∗(u)
Une setion d'un espae de tenseurs de M est identiée à une fontion H-équivariante
de G sur l'espae de tenseurs orrespondant de m, 'est à dire d'un espae vetoriel
xe. Si ette setion est de plus invariante pour l'ation de G sur M induite par la
multipliation à gauhe, la fontion est onstante égale à un tenseur Ad(H)-invariant.
A l'intersetion de es deux notions, un espae homogène presque hermitien (M, g, J)
est un espae homogène dont la métrique et la struture presque omplexe sont invari-
antes pour l'ation de G et en font une variété presque hermitienne.
Elles sont don identiées à un produit salaire (.|.) et un endomorphisme de arré
−1 de m, Ad(H)-invariants. La dérivée ovariante ∇˜ d'une onnexion n'est pas un
tenseur, en revanhe A déni par AX = LX − ∇˜X , si. Il y a don une orrespondane
bijetive entre les onnexions G-invariantes et les appliations Λ : m → so(m), 'est à
dire vériant
(1) (Λ(X)Y |Z) + (Λ(X)Z|Y ) = 0 pour tous X, Y ∈ m
donnée par Λ(X) = (−AX)o, en identiant m et ToM . Il s'agit du théorème de Wang
spéialisé aux espaes homogènes rédutifs (théorème 2.1, p191 de [11℄). Si ∇˜ = ∇, la
dérivée ovariante de la onnexion de Levi-Civitá, qui est sans torsion, on a de plus
(2) Λ(X)Y − Λ(Y )X = [X, Y ]m pour tous X, Y ∈ m
4La notation m en indie signie la projetion sur e sous-espae du veteur indié. Les
équations (1) et (2) dénissent une unique appliation Λ donnée par la formule du
théorème 3.3, p201 [11℄
Λ(X)Y =
1
2
[X, Y ]m+ U(X, Y )(3)
2(U(X, Y )|Z) = ([Z, Y ]m|X) + ([Z,X ]m|Y )(4)
Si G est muni d'un endomorphisme σ d'ordre 3 dont H est l'ensemble des points xes
et que le produit salaire Ad(H)-invariant sur m représentant la métrique (.|.) est de
plus σ∗-invariant, en passant au quotient on obtient une isométrie θ vériant θ
3 = Id
dont o est un point xe isolé. En eet θ(π(g)) = π(g) implique σ(g) = hg où h ∈ H est
une raine ubique de l'unité. Par onséquent si on est assez prohe de e, h = e et g doit
appartenir à H . En onjuguant θ par l'ation du groupe, transitive, haque point de M
est rapporté à une telle appliation. Cela signie que M est un espae 3-symétrique au
sens de la
Dénition 2.1. Un espae 3-symétrique est une variété M munie d'une famille d'i-
sométries globales θm, m ∈ M telles que m est un point xe isolé de θm et ∀ m ∈ M ,
θ3m = Id.
Comme on érit dans le plan omplexe une raine ubique de l'unité, on assoie à
tout espae 3-symétrique une struture presque omplexe dite anonique en posant
∀ m ∈M (θm)∗ = −1
2
IdTmM +
√
3
2
Jm
En notant enore J l'endomorphisme de arré -1 de m assoié, Gray a alulé dans [6℄
que
(5) ∀ X, Y ∈ m, [X, JY ]m = −J [X, Y ]m
Il en a déduit
Theorème 2.2. Soit M un espae homogène 3-symétrique. Les propositions suivantes
sont équivalentes.
(i) la struture presque omplexe anonique de M est NK
(ii) M est naturellement rédutif
Démonstration. Par naturellement rédutif on entend que la métrique satisfait
(6) ([X, Y ]m|Z) = (X|[Y, Z]m) pour tous X, Y, Z ∈ m
C'est le as en partiulier si (.|.) est la restrition à m d'une métrique biinvariante
de G. A l'aide de (3) et (5) on peut aluler que pour tous X, Y ∈ m (∇XJ)JY =
2U(X, Y ) + T (X, Y ). Par onséquent (i) et (ii) sont équivalents à U = 0. 
Réiproquement on reformule géométriquement la onjeture de Gray et Wolf, énon-
ée dans [16℄ (à la n, p113 ou dans l'introdution, p79) dans le langage de la théorie
des groupes de Lie :
5Conjeture 2.3. Tout espae homogène SNK est un espae 3-symétrique naturellement
rédutif muni de sa struture presque omplexe anonique.
Désormais M = G/H désigne un espae homogène rédutif simplement onnexe de
dimension 6. On herhe à quelles onditions il admet une struture presque hermitienne
NK. Or
Proposition 2.4. Soit M = G/H un espae homogène riemannien de dimension 6,
non isométrique à la sphère standard S6. S'il admet une struture presque omplexe
NK, elle est unique et invariante pour l'ation du groupe G.
Démonstration. L'exposé i-dessous suit le livre [2℄, surtout les setion 5.2 et 5.3.
En dimension 6, les variétés NK ont sont aratérisées par l'existene d'un spineur de
Killing : si on note ΣM le bré des spineurs omplexes, il existe ψ ∈ Γ(ΣM), β ∈ R\{0}
tel que
∇Xψ = βX.ψ
en notant enore ∇ la onnexion induite sur Γ(Σ) par la onnexion de Levi-Civitá.
Quant au point, il désigne la multipliation de Cliord. Comme on est en dimension
paire on peut sinder ψ en une part négative ψ− ∈ Σ−M et une part positive ψ+ ∈ Σ+M
suivant la déomposition en sous-espaes irrédutibles de la représentation de Spin(6).
Alors
∇Xψ+ = βX.ψ−
∇Xψ− = βX.ψ+
si bien que le onjugué de ψ, ψ = ψ+ − ψ− est enore un spineur de Killing :
∇Xψ = −βX.ψ
De plus β et −β sont les seules valeurs possibles ar il faut que la ourbure salaire
vaille s = 4β2n(n − 1), où n = 6 est la dimension de M . On dénit alors la struture
presque omplexe J assoiée à ψ par
(7) JX.ψ+
def
= iX.ψ+
après avoir vérié que l'ensemble {X.ψ+x |X ∈ TxM} est un sous-espae omplexe de
Σ+xM en tout point x ∈ M . A présent si M n'est pas la sphère S6, l'ensemble des
spineurs de Killing pour la valeur β est de dimension 1 (proposition 1, p126) et la
struture presque omplexe assoiée est NK. Inversement si on se donne une struture
presque omplexe NK, J sur M , il existe un spineur de Killing tel qu'elle en soit la
struture presque omplexe assoiée (voir [9℄). On en déduit qu'il y a une seule struture
presque omplexe NK sur M . De plus on peut dénir une ation du groupe d'isométrie
sur les spineurs. Pour un espae homogène, les spineurs de Killing sont invariants et par
onséquent J aussi, par (7). 
Ainsi, tout espae homogène riemannien de dimension 6 hormis la sphère S6, muni
d'une struture presque omplexe NK est un espae homogène presque hermitien.
6Dans l'examen de la onjeture en dimension 6 on distingue deux types d'espaes
homogènes. Les as où G et H sont des groupes produits des sphères S1 et S3. On veut
démontrer qu'ils se ramènent tous au as de S3 × S3 'est à dire, omme on le verra
à la setion suivante, que la variété admet au plus une struture SNK homogène qui
est de plus 3-symétrique omme on souhaite. Et les as exeptionnels de l'espae des
drapeaux F (1, 2), de l'espae projetif CP (3) et de la sphère S6 qu'on sait admettre
eux aussi une telle struture et on voudrait démontrer en examinant la représentation
linéaire isotropique de H qu'il n'y en n'a pas d'autre.
Une telle démarhe est systématique :
Proposition 2.5. Soit G/H un espae homogène SNK de dimension 6. Le groupe H
est ontenu dans SU(3).
Démonstration. D'abord M = G/H est un espae homogène presque hermitien, m est
muni d'un endomorphisme de arré −1 et on le voit omme un espae vetoriel omplexe
de dimension 3. Alors Ad(H) ⊂ U(m), le groupe des transformations unitaires de m,
exprimant que la métrique et la struture presque omplexe sont invariantes, e qui
s'érit enore g⋆ω = ω, où ω est la forme de Kähler. Puis
g⋆dω = d(g⋆ω) = dω
Or pour une variété SNK de dimension 6, dω est non nulle, de type (3, 0)+(0, 3), Ad(H)
préserve aussi dans e as une 3-forme omplexe sur m et doit nalement être ontenu
dans SU(m). 
Celui-i étant ompat, de dimension 8, les seuls groupes qui onviennent, hormis lui-
même, sont U(1) = S1, SU(2) = Sp1 = S
3
et leurs produits direts et leurs quotients
nis.
Pour un espae homogène on a la suite d'homotopie
(8) π2(G/H)→ π1(H)→ π1(G)→ π1(G/H)→ H/H0 → 0
Cela implique que le rang du groupe fondamental de G doit être inférieur ou égal à elui
du groupe fondamental de H . Et si on suppose G onnexe, H l'est aussi.
A partir de es onsidérations on peut établir une liste des groupes H possibles et
la liste, en regard, des ouples (G,H), ompatible ave es faits. Il nous reviendra
d'examiner as par as à partir de ette liste e que l'existene de ette appliation
surjetive
(9) φ : π1(H)→ π1(G)
impose plus préisement au plongement de H dans G. Pour éviter de iter tous les
quotients nis d'un groupe on érit seulement la liste des algèbres de Lie :
Lemme 2.6. Soient G/H un espae homogène SNK simplement onnexe de dimension
6 et soient g et h les algèbres de Lie de G et H, respetivement. Elles apparaissent à la
7même ligne du tableau i-dessous :
dim h h g
0 {0} su(2)⊕ su(2)
1 iR iR⊕ su(2)⊕ su(2)
2 iR⊕ iR iR⊕ iR⊕ su(2)⊕ su(2)
iR⊕ iR su(3)
3 su(2) su(2)⊕ su(2)⊕ su(2)
4 iR⊕ su(2) iR⊕ su(2)⊕ su(2)⊕ su(2)
iR⊕ su(2) sp(2)
8 su(3) g2
Démonstration. Cette liste est établie, en ommençant par h jusqu'à su(3) qui doit
la ontenir à ause de la proposition 2.5, à partir de la liste par ordre de dimension rois-
sante des groupes simples, ompats, onnexes : S3 ≃ SU(2) ≃ Sp(1), SU(3), Spin(5) ≃
Sp(2), G2, et. Le dernier groupe ité est de dimension 14 ar SU(3) est de dimension
8 et G/H de dimension 6.
Outre les raisons de dimension qui peuvent l'empêher, on se demande quelles h sont
vraiment des sous-algèbres de Lie de su(3). C'est bien sûr le as de iR, su(2) et iR⊕ iR.
C'est enore le as de iR⊕ su(2) via le plongement
iR⊕ su(2) → su(3)
ix+ A 7→
(
ix 0
0 A− ixI2
)
où A est une matrie 2 × 2 antihermitienne à trae nulle. En revanhe e n'est plus le
as de su(2)⊕ su(2). En eet à partir d'une appliation ϕ : su(2)⊕ su(2)→ su(3), non
identiquement nulle, en restreignant à haque fateur on obtient deux représentations
omplexes ρ1, ρ2 de su(2) de dimension 3 qui ommutent. Alors de deux hoses l'une : ou
bien une représentation est irrédutible et la seonde est triviale, par le lemme de Shur.
Ou bien il existe pour haune un sous-espae de de dimension 1 et un sous-espae de
dimension 2 invariants, orthogonaux. Cette déomposition est la même pour ρ1 et ρ2 ar
elles ommutent et les deux représentations sont nulles sur le premier espae ar su(2)
n'admet pas de représentation autre que triviale avant la dimension 2. Par onséquent
ϕ est le prolongement par zéro d'une appliation su(2) ⊕ su(2) → su(2). Dans e as,
omme dans le préédent, elle ne saurait être un plongement. Enn iR ⊕ iR ⊕ iR et
toutes les algèbres qui le ontiennent (en premier iR⊕ iR⊕ su(2)) ne peuvent pas être
plongées dans su(3) ar les sous-algèbres de Cartan de elle-i sont de dimension 2. 
Si G n'est pas simplement onnexe, soit π : G˜→ G son revêtement universel et H ′ le
sous-groupe de G˜, π−1(H). Alors
Lemme 2.7. Les deux espaes homogènes M = G/H et M ′ = G˜/H ′ sont isomorphes.
8Démonstration. L'isomorphisme est donné par
M ′ → M
[g] 7→ [π(g)]
qui est bien dénie et injetive ar g et g′ dénissent la même lasse, g′g−1 ∈ H ′, si et
seulement si π(g′)π(g)−1 ∈ H , 'est à dire π(g), π(g′) dénissent la même lasse de M .
Elle est aussi surjetive ar π l'est. 
Si le groupe fondamental de G est ni, G˜ et H ′ sont enore ompates, l'algèbre de
Lie de H ′, h′ = h est enore inluse dans su(3) et bien sûr l'algèbre de Lie de G˜ est g.
Dans la suite on supposera don que G est simplement onnexe (setions 3, 5, 6, 7) ou G
et H sont des produits nis des groupes S1 et S3 ou des quotients nis de es produits
(setion 4). Dans le premier as, omme les groupes sont onnexes, la représentation
linéaire isotropique de M , Ad(H), est donnée par la représentation de l'algèbre de Lie,
ad(h), sur le supplémentaire invariant hoisi. On peut don nalement se ontenter de
herher les strutures presque hermitiennes invariantes des espaes G/H où G et H
sont les groupes simples, ompats, onnexes, dont les algèbres de Lie apparaissent à
une même ligne du tableau 2.6.
3. Le groupe de Lie S3 × S3
On se propose ii de herher toutes les strutures NK sur le groupe de Lie S3 × S3,
invariantes à gauhe. On en onnait d'avane une, orrespondant à la onstrution de
Ledger et Obata (voir [12℄).
Si G est un groupe de Lie ompat, g son algèbre de Lie, g une métrique biinvariante
sur G, on appelle ∆ le sous-groupe diagonal, isomorphe a G, de de G×G×G. L'espae
homogène M = G × G × G/∆ est isomorphe à G × G et on hoisit l'identiation
onrète
G×G×G/∆ → G×G
[x, y, 1] 7→ (x, y)
où [x, y, 1] désigne la lasse de (x, y, 1). Toute lasse ontient un triplet de ette forme
don l'appliation est bien dénie. On hoisit alors pour supplémentaire Ad(H)-invariant
de l'algèbre de Lie h de ∆ dans g⊕ g⊕ g, le sous-espae vetoriel m formé des veteurs
à omposante tangente au premier fateur nulle de telle sorte que la restrition de
g × g × g à m donne une métrique sur M qui n'est pas la métrique produit de G × G
mais le rend naturellement rédutif. Maintenant la permutation irulaire de G×G×G
est un automorphisme d'ordre 3 qui induit une struture d'espae 3-symétrique sur M
et, nalement, une struture NK.
Lorsque G = SU(2) ≃ S3, si on joint deux bases orthonormées de g et qu'on prolonge
par invariane à gauhe, on obtient un repère sur M non orthonormé mais dans le
o-repère assoié (e1, e2, e3, f1, f2, f3) duquel la forme de Kähler s'érit
(10) ω =
√
3
2
(e1 ∧ f1 + e2 ∧ f2 + e3 ∧ f3)
9Notre but est de démontrer que la struture SNK ainsi dérite sur S3×S3 est la seule
(bien sûr ela dépend de la métrique biinvariante hoisie, mais omme SU(2) est simple
elles sont toutes proportionnelles) :
Proposition 3.1. Soit (g, J) une struture presque hermitienne invariante telle que
(S3 × S3, g, J) est SNK. Elle est isomorphe, en tant qu'espae homogène presque her-
mitien, à la onstrution de Ledger et Obata. En partiulier elle est 3-symétrique.
Dénition 3.2. Étant donné un o-repère (e1, e2, e3, f1, f2, f3) de S
3 × S3, on appelle
2-forme anonique, la forme donnée en (10).
Les variétés SNK de dimension 6 sont araterisées par la vériation par la forme de
Kähler d'une équation diérentielle donnée par Reyes Carrión au théorème 4.9 page 48
de [15℄ (pour une présentation et une demonstration diérentes du même fait voir aussi
[10℄.)
(11) −2λω ∧ ω = dρˆ
où λ est une onstante réelle, ρ est proportionnelle à la diérentielle de ω et quelle que
soit la 3-forme α de type (3, 0) + (0, 3), αˆ est l'unique 3-forme telle que α + iαˆ est une
3-forme volume omplexe. Plus préisement on notera
(12) dω = 3λρ
Dès lors on herhe des 2-formes invariantes sur S3 × S3 vériant (11) ou enore des
triplets (ω, ρ, λ) vériant (11) et (12).
Pour failiter les aluls on introduit un repère approprié dans lequel l'expression de
la forme de Kähler est prohe de elle de la 2-forme anonique.
Sur la sphère S3 il existe un repère global (X1, X2, X3) privilégié, invariant à gauhe
et vériant
[X1, X2] = 2X3
[X2, X3] = 2X1
[X3, X1] = 2X2
En prenant la base duale de l'espae otangent en haque point on obtient un repère
des 1-formes (e1, e2, e3) tel que
(13) dei = ei+1 ∧ ei+2
en notant les indies dans Z/3Z. On remarque que n'importe quel o-repère obtenu a
partir d'un tel repère par une isométrie direte a enore la propriété (13).
Dénition 3.3. On appelle o-repère irulaire un o-repère (e1, e2, e3, f1, f2, f3) de
S3 × S3 tel que les trois premières (resp. les trois dernières) formes sont nulles en
haque point sur l'espae tangent a la bre du seond (resp. du premier) fateur passant
par e point et vérient (13).
C'est dans un tel repère que les aluls seront faits.
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Lemme 3.4. Dans un o-repère irulaire (e1, e2, e3, f1, f2, f3), la forme de Kälher d'une
variéte NK s'érit seulement omme ombinaison linéaire de termes  mixtes  ei ∧
fj i, j = 1, 2, 3
Démonstration. On érit pour l'instant en toute généralité
ω =
3∑
i=1
aiei+1 ∧ ei+2 +
3∑
i=1
bifi+1 ∧ fi+2 +
3∑
i,j=1
ci,jei ∧ fj
Que les oeients soient des onstantes, non des fontions sur la variété, traduit
l'invariane de ω. Puis, en exprimant seulement que la forme est non dégénerée, soit
ω ∧ ω ∧ ω 6= 0, on obtient d'abord
tACB + det C 6= 0
où A est le veteur olonne des ai, i = 1, 2, 3, B le veteur olonne des bi et C la matrie
des ci,j. Mais pour une variété NK, dω est une 3-forme de type (3, 0) + (0, 3). Comme
ω est elle-même de type (1, 1), on ne peut qu'avoir que
(14) ω ∧ dω = 0
'est à dire que ω ∧ ω est fermée. En fait elle est même exate par (11). Cela onduit à
tCA = 0 et CB = 0
puis à
tACB = 0
Finalement det C 6= 0, 'est à dire C et tC sont inversibles et il faut A = B = 0. 
Remarquons que l'énoné est toujours valide si on remplae NK par semi-kählerienne.
On peut même mieux hoisir sa base pour que C soit diagonale :
Lemme 3.5. Il existe un o-repère irulaire (e1, e2, e3, f1, f2, f3) tel que
(15) ω = λ1 e1 ∧ f1 + λ2 e2 ∧ f2 + λ3 e3 ∧ f3
où les λi i = 1, 2, 3 sont des onstantes réelles non nulles.
Démonstration. SoientM , N deux matries de SO(3). Partant d'un o-repère irulaire
(e1, e2, e3, f1, f2, f3) on lui assoie le o-repère obtenu en appliquant sur haque espae
tangent aux 3 premières formes la matrie de hangement de base M et aux 3 dernières
la matrieN . Comme remarqué préédemment, 'est enore un o-repère irulaire (ela
revient à appliquer sur haque fateur du produit une isométrie direte de la métrique
biinvariante de SU(2).) Alors si ω s'érivait dans l'anien o-repère grâe à la matrie
C, son expression dans le nouveau fait intervenir la matrie MCtN . En érivant C
omme produit d'une matrie symétrique (don diagonalisable par un hangement de
base orthonormée) et d'une matrie orthogonale on voit qu'on peut hoisir M et N
telles qu'elle soit diagonale. 
A partir seulement de la forme de Kähler d'une variété SNK, on peut retrouver la
struture presque omplexe, puis la métrique.
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Proposition 3.6. Soit une variété presque hermitienne de dimension 6, (M, g, J) munie
d'une d'une 3-forme ρ de type (3, 0)+ (0, 3). Il existe une onstante positive c telle que
(16) ι(v)ρ ∧ ρ = c ι(Jv)vol
où vol désigne la forme volume de g.
Démonstration. Soit (v0, v1, v2, v3, v4, v5) un repère de M adapté à sa struture presque
hermitienne : orthonormé et tel que Jv2i = v2i+1 pour tout i = 0, 1, 2. Autrement dit si
(l0, l1, l2, l3, l4, l5) est le repère  dual  des 1-formes, la forme de Kähler est
ω = l0 ∧ l1 + l2 ∧ l3 + l4 ∧ l5
La forme volume est vol = l0 ∧ l1 ∧ l2 ∧ l3 ∧ l4 ∧ l5. Maintenant Λ3,0 est de dimension
omplexe 1 don il existe z = a + ib ∈ C tel que ρ est la partie réelle de z(l0 + il1) ∧
(l2 + il3) ∧ (l4 + il5) :
ρ = a(l0 ∧ l2 ∧ l4 − l1 ∧ l3 ∧ l4 − l0 ∧ l3 ∧ l5 − l1 ∧ l2 ∧ l5)
−b(l0 ∧ l2 ∧ l5 + l0 ∧ l3 ∧ l4 − l1 ∧ l3 ∧ l5 + l1 ∧ l2 ∧ l4)
Le stabilisateur en haque point d'une telle 3-forme est SL(3,C). Il agit transitivement
sur les veteurs et préserve (16). Il sut alors de vérier
ι(l0)ρ = a(l2 ∧ l4 − l3 ∧ l5)− b(l2 ∧ l5 + l3 ∧ l4)
puis
ι(l0)ρ ∧ ρ = 2(a2 + b2)ι(l1)vol

Cette expression intrinsèque de J permet de le aluler dans n'importe quel repère :
soit (X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3) le repère assoié à un o-repère irulaire (e1, e2, e3, f1, f2, f3)
dans lequel la forme de Kähler s'érit (15). Appelons, en reprenant les notations de
Hithin dans l'artile [10℄, Kρ l'appliation linéaire de TM dans TM ⊗ Λ6T ∗M dénie
par
Kρ(v) = ι(v)ρ ∧ ρ
en identiant Λ5T ∗M et TM ⊗ Λ6T ∗M , par l'intermédiaire du produit extérieur. On
diérentie l'expression (15) de ω grâe aux formules (13). On trouve
(17) Kdω(X1) =
(
(λ21 − λ22 − λ23)X1 − 2λ2λ3Y1
)⊗ s
où s = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ f1 ∧ f2 ∧ f3. Pour aluler la onstante c on se sert du fait que
J2 = −Id. En appliquant Kdω une nouvelle fois à la partie vetorielle de l'expression
(17) i-dessus, on trouve
c =
1
3λ
√
−λ41 − λ42 − λ43 + 2λ21λ22 + 2λ22λ23 + 2λ21λ23
Dans ette base, J admet don la matrie(
D E
−E −D
)
12
ave
D =
1
c

 λ
2
1 − λ22 − λ23 0 0
0 λ22 − λ23 − λ21 0
0 0 λ23 − λ21 − λ22


et
E =
1
c

 −2λ2λ3 0 00 −2λ3λ1 0
0 0 −2λ1λ2


On progresse : il est maintenant possible de aluler ρˆ sans passer par la métrique,
e qui va nous permettre de résoudre l'équation diérentielle (11). Quels que soient les
hamps de veteurs X, Y, Z sur M on a
ρˆ(X, Y, Z) = −ρ(JX, JY, JZ) = ρ(JX, Y, Z)
Lemme 3.7. Soit (S3×S3, ω, J) une variété NK et soit (e1, e2, e3, f1, f2, f3) un o-repère
irulaire tel que ω s'érit (15). Alors (11) est équivalente à
(18) k
1
λi
= λi(λ
2
i − λ2i+1 − λ2i+2) ∀i = 1, 2, 3
ave
(19) k =
6λ2det C
c
Démonstration. Soit (e1, e2, e3, f1, f2, f3) un o-repère irulaire dans lequel ω s'érit,
omme démontré au lemme 3.4,
∑
ci,j ei ∧ fj et tel que J est représenté dans le repère
assoié par la matrie (
D E
F G
)
On a
dˆω(ei+1, ei+2, fj) = (C
tD)i,j
dˆω(ei, fj+1, fj+2) = (GC)i,j
puis
3λ dρˆ =
3∑
i,j=1
(CtD +GC)i,j ei+1 ∧ ei+2 ∧ fi+1 ∧ fi+2
Quant au alul de ω ∧ ω il fait apparaître les mineurs d'ordre 2 de C, 'est à dire son
inverse. L'équation aratéristique (11) s'érit alors
2k′ tC−1 = CtD +GC
ave
(20) k′ = 6λ2det C
Ce n'est rien d'autre que (18), en tenant ompte de nos simpliations suessives. 
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On résoud failement (18). Premièrement notons que si tous les λi sont égaux ou
même seulement de signes diérents les trois équations sont vériées à la fois pour
k = λ41 = λ
4
2 = λ
4
3. Autrement si on note S = λ
2
1 + λ
2
2 + λ
2
3 les λ
2
i doivent d'abord tous
vérier la même équation du seond ordre
2x2 − Sx− k′ = 0
Puis supposons que λ21 et λ
2
2 soient deux raines distintes et, par exemple, λ
2
3 = λ
2
2.
Alors λ21λ
2
2 vaut le produit des raines : −k2 et l'équation (18), i = 2 implique k = 0, e
qui signierait que ω est dégénérée. Par onséquent toutes les valeurs diagonales sont
égales au signe près.
Il reste à tranher ette ambiguïté. On le fait en introduisant pour la première fois la
métrique, en demandant qu'elle soit positive.
Remarquons premièrement que les as où les trois signes sont positifs ou où seulement
un signe sur trois l'est sont identiques, à une rotation d'angle π près. De même les deux
as restant.
Eetivement, si on étudie la forme quadratique X 7→ ω(JX,X), on voit qu'elle est
soit dénie positive si le déterminant de C est positif, soit dénie négative dans le as
ontraire.
Proposition 3.8. Soit ω une 2-forme diérentielle sur S3 × S3 vériant l'équation
diérentielle (11). Il existe un o-repère irulaire tel que ω est un multiple de la 2-
forme anonique. Il est stritement positif si et seulement si ω représente une variété
riemannienne NK.
Démonstration. Pour tout i dans Z/3Z
ω(Jei, e1) = −2
c
λi+1λi+2 ω(f1, e1) =
2
c
λ1λ2λ3
ω(Jei, fi) =
1
c
λi(λ
2
i − λ2i+1 − λ2i+2)
La forme quadratique X 7→ ω(JX,X) est la somme de trois formes quadratiques de
degré 2,
qi =
2λi
c
(
λi+1λi+2x
2
i − (λ2i − λ2i+1 − λ2i+2)xiyi + λi+1λi+2y2i
)
, i = 1, 2, 3
dont le disriminant est c2, positif, et les oeients des termes arrés ont le signe de
det C. 
Cei ahève en même temps la preuve de la proposition 3.1.
4. Espaes homogènes quotients de groupes produits des sphères
Soit (g, h) un ouple d'algèbres de Lie admis dans la liste du lemme 2.6. On herhe les
plongements de h dans g. En travaillant ave les algèbres de Lie on éarte provisoirement
la question des quotients nis des groupes. Cependant si G est de la forme (S1)p×G′/Γ
et H = (S1)q × H ′/Σ où Γ et Σ sont des groupes nis et G′ et H ′ sont simplement
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onnexes, on retient que la surjetivité de φ vue en (9) implique premièrement p ≤ q,
deuxièmement que le morphisme de groupe obtenu en restreignant au fateur (S1)p de
H et en projetant dans G sur le fateur (S1)q est lui-même surjetif. Au niveau des
algèbres de Lie ela se traduit, en notant p la projetion sur
⊕
iR, parallèlement à⊕
su(2), par
(21) h
ϕ→֒ g p→
⊕
iR est surjetif
Dans ette setion on s'intéresse aux espaes homogènes G/H où G et H sont des
produits direts de S1 et S3 ou des quotients nis de es produits. Par onséquent
h doit être iR, iR ⊕ iR, su(2) ou iR ⊕ su(2) et d'après le lemme 2.6 on a toujours
g = h ⊕ su(2) ⊕ su(2). Cependant on ignore enore si su(2) ⊕ su(2) aparaissant dans
ette déomposition est Ad(H)-invariant.
Proposition 4.1. Soit M = G/H un espae homogène NK simplement onnexe de
dimension 6 ave g et h sommes diretes d'algèbres de Lie isomorphes à iR ou su(2).
Alors h admet pour supplémentaire dans g un idéal m isomorphe à su(2)⊕ su(2) et M
est isomorphe à S3 × S3 muni de son unique struture NK 3-symétrique invariante.
Démonstration. Un idéal est bien sûr en partiulier ad(h)-invariant et même Ad(H)-
invariant puisque H est onnexe. Considérons haque as :
 g = iR⊕ su(2)⊕ su(2), h = iR
D'après (21), ϕ ◦ p est surjetif, 'est à dire dans e as bijetif. L'intersetion du
plongement de h ave le noyau de la projetion est ϕ(h) ∩ (su(2) ⊕ su(2)) = {0} et
e dernier est par onséquent toujours un supplémentaire de h dans g, quel que soit
préisément le plongement.
 g = iR⊕ iR⊕ su(2)⊕ su(2), h = iR⊕ iR
De même ii m = su(2)⊕ su(2) onvient.
 g = su(2)⊕ su(2)⊕ su(2), h = su(2)
En projetant sur haque fateur su(2) de g on obtient un endomorphisme de su(2),
soit une représentation unitaire de dimension 2 de su(2). Or su(2) n'a qu'une seule
représentation irrédutible omplexe en haque dimension. En dimension 2 on ne peut
don avoir que l'identité de su(2) ou la représentation triviale. Si les trois représentations
étaient triviales e ne serait pas un plongement. Il y a don au moins un fateur su(2)
tel que la projetion q vérie omme plus haut : ϕ ◦ q est surjetif et on prend m égal
au noyau de q : la somme des deux autres. C'est enore un idéal.
 g = iR⊕ su(2)⊕ su(2)⊕ su(2), h = iR⊕ su(2)
Cela résulte de la ombinaison des deux arguments préédents pour les fateurs iR et
su(2), respetivement, de g.
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Un idéal est même une sous-algèbre de Lie. La variété étant simplement onnexe est
isomorphe à S3 × S3. De plus puisque m ≃ su(2) ⊕ su(2), on peut toujours le munir
de l'unique (à multiple près) 2-forme ω suseptible de représenter une struture NK
invariante d'après les résultats de la setion 3. Mais ii H n'est plus trivial et il faut
que ω soit Ad(H)-invariante pour le plongement préis de H hoisi. Par onstrution,
'est le as dès que Ad(H) est inlus dans le sous-groupe diagonal. C'est de plus une
ondition nééssaire, Ad(H) agissant séparément sur haque fateur de la somme. Les
seules possibilités pourH sont nalement les sous-groupes de S3 : {1}, S1 et les quotients
nis de S3. En eet un espae homogène qu'on érit M = G/H peut toujours s'érire
diéremment M = G′/H ′ où G′ est un sous-groupe d'isométries plus petit que G mais
agissant toujours transitivement et H ′ le sous-groupe d'isotropie dans G′.

5. L'espae des drapeaux
L'espae des drapeaux F (1, 2) d'un espae vetoriel hermitien E de dimension 3 est
l'espae des ouples (l, p) où l est une droite de E et p un plan ontenant ette droite.
Il apparaît naturellement dans notre liste omme SU(3)/S1 × S1 mais on peut aussi
l'érire U(3)/U(1)×U(1)×U(1) : un point (l, p) est autrement déni par une base or-
thonormée (e1, e2, e3) telle que l = Ce1 et (e1, e2) est une base orthonormée de p ; l'ation
naturelle de U(3) sur E induit une ation sur les drapeaux dont le groupe d'isotropie
en un point (l, p) est formé d'endomorphismes qui préservent les trois droites omplexes
Ce1,Ce2,Ce3, 'est à dire d'endorphismes diagonaux dans la base (e1, e2, e3). De façon
équivalente il existe trois brations F (1, 2) → CP (2) à bres isométriques à CP (1).
Sur la bre de la première 'est la droite qui varie dans le plan, sur elle de la seonde
'est le plan autour de la droite et sur la bre de la troisième, la deuxième droite du
plan, Ce2, est xe et la droite l varie dans le plan orthogonal et le plan p ave elle
autour de e2. En fait haune de es brations est la bration d'un espae de twisteurs
au-dessus d'une variété de dimension 4. Cela permet que F (1, 2) soit muni naturelle-
ment de trois strutures kähleriennes puis, par variation anonique de la submersion
riemannienne, d'une struture NK (voir [14℄ pour la onstrution d'une variété NK à
partir d'une submersion kählerienne générale, [2℄ pour les espaes de twisteurs NK.)
Pour herher toutes les strutures NK de F (1, 2) on ne privilégie auune bration ou
auune diretion omplexe assoiée à un point de l'espae de drapeaux, on regarde la
représentation omplexe Ad(H) de H = U(1) × U(1) × U(1) assoiée au plongement
naturel dans G = U(3). Tous les plongements de H dans G sont onjugués et induisent
le même espae homogène G/H en n de ompte ar leur image est un tore maximal.
On hoisit un supplémentaire m, Ad(H) invariant.
Lemme 5.1. L'espae des métriques invariantes presque hermitiennes de F (1, 2) est de
dimension 3
Démonstration. La représentation omplexe Ad(H) sur m (ou la représentation linéaire
isotropique) est rédutible : elle se déompose en une somme de trois représentations
irrédutibles. En eet si on représente habituellement U(3) par les matries unitaires et
le sous-groupe H = S1 × S1 × S1 par les matries diagonales, u(3) est l'ensemble des
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matries anti-hermitiennes et l'ensemble k des matries ave des zéros sur la diagonale
est un supplémentaire évident de h. Or il est Ad(H)-invariant. En fait si on note
∀ a, b, c ∈ C 〈a, b, c〉 def=

 0 a b−a 0 c
−b −c 0


(22) Adh〈a, b, c〉 = 〈ei(t−s)a, ei(t−r)b, ei(s−r)c〉 où h =

 e
ir 0 0
0 eis 0
0 0 eit

 ∈ H
On le sinde en trois sous-espaes invariants :
= {〈a, 0, 0〉 | a ∈ C}
m = {〈0, b, 0〉 | b ∈ C}
et n = {〈0, 0, c〉 | c ∈ C}
On voit par (22) que
(23) [h, ] = , [h,m] = m, [h, n] = n
La représentation Ad(H) restreinte à , m ou n est irrédutible et l'espae des produits
salaires Ad(H)-invariants de k ou de façon équivalente l'espae des métriques invari-
antes de F (1, 2) est de dimension 3. 
De plus on peut aluler
[〈a, 0, 0〉, 〈0, b, 0〉] = 〈0, 0,−ab〉
[〈a, 0, 0〉, 〈0, 0, c〉] = 〈0, ac, 0〉
[〈0, b, 0〉, 〈0, 0, c〉] = 〈−bc, 0, 0〉
et
[〈a, 0, 0〉, 〈a′, 0, 0〉] =

 iz 0 00 −iz 0
0 0 0


où z = 2Im(aa′)
et de même pour m et n si bien que
[, ] ⊂ h, [m,m] ⊂ h, [n, n] ⊂ h(24)
[,m] = n, [m, n] = , [n, ] = m(25)
Ces relations sont ompatibles ave elles alulées par les auteurs de [2℄ p141 où notre
 ⊕m  est noté  m . On onsidère omme eux le produit salaire sur u(3) donné par :
〈X|Y 〉 = −1
2
Re(tr(XY ))
Les trois sous-espaes invariants sont deux à deux orthogonaux, on peut don appliquer
une homotétie dans haun et obtenir enore une métrique invariante. En fait on les
obtient toutes de ette façon. On note g la métrique invariante assoiée aux oeients
d'homotétie r, s, t ∈]0; +∞[ 'est à dire au produit salaire
(.|.) = r〈.|.〉|× + s〈.|.〉|m×m+ t〈.|.〉|n×n
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C'est la métrique d'une submersion riemannienne au-dessus de CP (2)muni de la métrique
standard si et seulement si deux paramètres, supposons r et s, sont égaux à 1. Alors n
est l'espae tangent à la bre en l'origine et (24) exprime que les bres sont totalement
géodésiques. Puisqu'il s'agit de la bration d'un espae de twisteur au-dessus d'une
variété d'Einstein auto-duale de ourbure salaire égale à 24, le théorème de Hithin
([10℄) ou Friedrih ([4℄) dit que (F (1, 2), g) est kählerienne si et seulement si le troisième
paramètre t vaut 2. De plus par un autre théorème de Friedrih dans [5℄
Theorème 5.2. Soit (M4, g) une variété riemannienne de dimension 4. Si son espae
de twisteurs Z
π→ M , muni de la métrique π∗g + tds2, où ds2 est la métrique standard
de CP (1), est d'Einstein pour un ertain t > 0, alors (M4, g) est auto-duale, d'Einstein,
à ourbure salaire stritement positive R, et t vaut 48
R
ou
24
R
.
elle est d'Einstein si et seulement si t = 1 ou t = 2. Dans le premier as elle est don
Kähler-Einstein, dans le seond il s'avère (voir [2℄, p145) qu'elle est stritement NK.
Comme en dimension 6 une variété NK est kählerienne ou d'Einstein ([6℄), les seules
possibilités que la variété soit NK dans le as où deux paramètres sont égaux, par
exemple r = s, sont nalement t = 2r = 2s et t = r = s.
A ause de (23), (24), (25), on herhe une appliation Λ : k→ so(k), représentant la
onnexion de Levi-Civitá de g, de la forme
Λ(X)U = α[X,U ]
Λ(U)A = β[U,A]
Λ(A)X = γ[A,X ]
Λ(X)Y = Λ(U)V = Λ(A)B = 0
où X, Y ∈ , U, V ∈ m et A,B ∈ n. Par (2) on a alors
Λ(U)X = (1− α)[U,X ]
Λ(A)U = (1− β)[A,U ]
Λ(X)A = (1− γ)[X,A]
En prenant dans (1) X ∈ , Y ∈ m, Z ∈ n puis en permutant irulairement on obtient
les onditions, d'ailleurs susantes
(26)


αt = (1− γ)s
βr = (1− α)t
γs = (1− β)r
Lemme 5.3. Les seules strutures presque omplexes invariantes de l'espae des dra-
peaux, ompatibles ave g, sont elles représentées par la multipliation par ±i de haun
des trois nombres omplexes intervenant dans l'ériture des matries de k.
Démonstration. On note de la même façon J une struture presque omplexe invariante
de F (1, 2) ou l'endomorphisme de arré −1 de k qui la représente. Si on note
∀ a ∈ C, J〈a, 0, 0〉 = 〈a′, b′, c′〉
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AdhJ〈a, 0, 0〉 = 〈ei(t−s)a′, ei(t−r)b′, ei(s−r)c′〉 pour h =

 e
ir 0 0
0 eis 0
0 0 eit

 ∈ H
Dans l'autre sens
Adh〈a, 0, 0〉 = 〈ei(t−s)a, 0, 0〉
On hoisit de faire s = t. Alors il faut quels que soient r et s
〈a′, b′, c′〉 = JAdh〈a, 0, 0〉 = AdhJ〈a, 0, 0〉 = 〈a′, ei(s−r)b′, ei(s−r)c′〉
ar l'égalité entrale doit être vraie quel que soit h ∈ H . La seule solution est que
b′ = c′ = 0 quel que soit a ∈ C. On proède de la même manière pour les deux autres
sous-espaes et on trouve que J préserve , m et n. Sur es sous-espaes de dimension 2,
e ne peut-être que la rotation d'angle ±π
2
par rapport à (.|.)|×, (.|.)|m×m ou (.|.)|n×n. 
On note dans la suite ǫ1, ǫ2, ǫ3 les nombres, égaux à ±1, tels que
J〈a, b, c〉 = 〈ǫ1a,−ǫ2b, e3c〉
Puisqu'on onnait la onnexion de Levi-Civitá ∇ on peut aluler ∇J . En exprimant
qu'il doit être antisymétrique :
(∇XJ)Y = −(∇Y J)X
on obtient des onditions sur ǫ1, ǫ2, ǫ3 et α, β, γ. Les trois sous-espaes étant préservés
par J , (∇XJ)Y = 0 dès que X, Y appartiennent au même. Les autres as donnent :
(27)


α(ǫ2 + ǫ3) = (1− α)(ǫ1 + ǫ3)
β(ǫ1 + ǫ3) = (1− β)(ǫ1 + ǫ2)
γ(ǫ1 + ǫ2) = (1− α)(ǫ2 + ǫ3)
Si les trois signes sont égaux α = 1−α, 'est à dire α = 1
2
puis β = γ = 1
2
. En reportant
dans (26) on trouve r = s = t, 'est à dire que g est un multiple stritement positif de la
métrique NK onnue. S'il y a deux signes distints en revanhe toutes les lignes de (27)
sont nulles 'est à dire ∇J = 0 et selon desquels il s'agit un paramètre dans l'ériture de
la métrique est égal à la somme des deux autres. On appelle es métriques gλ,µ (quand α
est nul : les oeients de la métrique sont alors s = λ, t = µ et r = λ+µ), g′λ,µ (lorsque
β = 0) et g′′λ,µ (γ = 0), pour haque ouple de nombres (λ, µ) stritement positifs. On a
démontré la
Proposition 5.4. L'espae des drapeaux peut-être muni d'une seule métrique strite-
ment NK homogène, trois-symétrique, à un hangement d'éhelle près, et des seules
métriques kähleriennes homogènes gλ,µ, g
′
λ,µ et g
′′
λ,µ, λ, µ ∈]0; +∞[. Ces dernières, lorsque
λ = µ, orrespondent, à un hangement d'éhelle près, à la métrique kählerienne na-
turelle de l'espae de twisteur de CP (2), la bration étant réalisée de trois façons dif-
férentes à partir de F (1, 2).
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6. L'espae projetif omplexe de dimension 3
Dans ette setion h = iR⊕ su(2), g = sp(2), l'algèbre de Lie de Sp(2).
Lemme 6.1. Il y a un seul plongement possible, à onjugaison près, de iR⊕su(2) dans
sp(2), donné par la omposition des plongements naturels iR →֒ sp(1) et su(2) ∼−→ sp(1)
et du plongement diagonal sp(1)⊕ sp(1) →֒ sp(2).
Démonstration. On herhe les plongements j : iR ⊕ su(2) → sp(2). On onsidère la
représentation omplexe ρ de dimension 4 induite par la restrition de j à su(2). Elle
ommute à tout élément X de l'image de iR. Comme tout endomorphisme de sp(2), on
peut voir X omme un endomorphisme omplexe via l'inlusion sp(2) ⊂ su(4). Il est alors
diagonalisable et son spetre est de la forme {λi, µi,−λi,−µi} où λ, µ ∈ R ar quel que
soit le veteur propre u de X , ju est un veteur propre pour la valeur propre opposée. Si
λ = µ, 'est à dire X est la multipliation dans H2 par un nombre imaginaire pur, ρ est
la somme direte de deux représentations irrédutibles de dimension 2, nééssairement
onjuguées. Cependant j n'est alors pas un plongement, son image étant isomorphe
à su(2). Par onséquent λ 6= µ et on doit nééssairement avoir λ ou µ = 0 sinon
ρ préserverait les 4 sous-espaes propres de dimension 1, 'est à dire serait triviale.
Comme la somme des sous-espaes propres de λ et −λ est stable par la multipliation
par i, j, k, e as est exatement elui dérit dans l'énoné du lemme. 
Dans le as de groupes simples, l'espae homogène obtenu est Sp(2)/S1 × SU(2),
isomorphe à CP (3).
En général CP (2n−1) est isomorphe à Sp(n)/S1×Sp(n−1). En eet le groupe Sp(n)
agit transitivement sur C
2n
, identié à H
n
, en préservant les droites omplexes et le
groupe d'isotropie en u ∈ CP (2n−1) de l'ation induite est onstitué d'endomorphismes
qui préservent non seulement u mais ju et agissent omme Sp(n− 1) sur l'orthogonal,
vu omme Hn−1. Pour n = 2, Sp(2) ≃ Spin(5) agit transitivement sur la sphère S4
par l'intermédiaire de SO(5) et le groupe d'isotropie est l'image réiproque, par le
revêtement à 2 feuillets π : Spin(5) → SO(5), de SO(4) i.e. Spin(4). Par onséquent
S4 ≃ Sp(2)/Spin(4) et on dénit une bration CP (3)→ S4 par le plongement naturel
S1×Sp(1) →֒ Sp(1)×Sp(1) ≃ Spin(4). C'est en fait la bration de l'espae de twisteurs
de S4 omme expliqué dans [15℄ p45
Dès lors si on déompose l'algèbre de Lie de Sp(2) en sp(5) = spin(4) ⊕ m, m est
identié à l'espae tangent à l'origine de S4. L'espae tangent à l'origine de CP (3) est
lui identié à m⊕n où n est un supplémentaire de iR dans su(2) si bien que g = h⊕m⊕n,
spin(4) étant isomorphe à su(2)⊕ su(2).
Expliitement, on note a 7→ a∗, a ∈ H la onjugaison quaternionique (soit pour
u, v ∈ C, u + jv 7→ u − jv). On représente habituellement g = sp(2) dans l'espae des
matries arrées 2× 2 à oeients quaternioniques et on pose
m = {
(
0 a
a∗ 0
)
| a ∈ H}
n = {
(
a 0
0 0
)
| a = jx+ ky, x, y ∈ R}
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Leur somme k = m⊕n est un supplémentaire de h. Bien plus, haun de es sous-espaes
est préservé par Ad(H). Un élément h ∈ H représenté par
(
eiθ 0
0 u
)
, u ∈ Sp(1) agit
par l'ation adjointe omme
Adh
(
0 a
a∗ 0
)
=
(
0 eiθab
b∗a∗e−iθ 0
)
sur les éléments de m et
Adh
(
a 0
0 0
)
=
(
e2iθa 0
0 0
)
sur n. Les deux représentations de H ainsi dérites sont irrédutibles, la première, de
dimension 4, a fortiori ar les représentations de Sp(1) données par la multipliation
à droite ou à gauhe dans H le sont. Par onséquent Ad(H)k ⊂ k et k = m ⊕ n est
une déomposition irrédutible. L'espae des métriques homogènes est de dimension 2
et si on s'autorise un hangement d'éhelle elles ne sont plus dérites que par un seul
paramètre, la ourbure salaire de la bre, isomorphe à CP (1), de la bration riemanni-
enne CP (3)→ S4. Autrement dit e sont les multiples stritement positifs des métriques
twistorielles au dessus de S4, munie de sa métrique standard. Plus préisément, ave le
produit salaire sur k donné par 〈X, Y 〉 = −1
2
Re(tr(XY )) soit par
〈
(
0 a
a∗ 0
)
,
(
0 b
b∗ 0
)
〉 = Re(ab∗), 〈
(
a 0
0 0
)
,
(
b 0
0 0
)
〉 = 1
2
Re(ab∗)
et m et n sont orthogonaux, les métriques twistorielles sont les métriques invariantes gt
valant 〈., .〉|m×m+ t〈., .〉|n×n sur ToM ≃ k. En eet on a vu que m est identié à To(S4).
C'est lui qui reçoit la métrique de la base S4.
Finalement, à ause des mêmes théorèmes de Friedrih et Hithin sur les espaes de
twisteurs en dimension 6 ités à la setion préédente
Proposition 6.2. Dans la famille (gt)t>0 de métriques homogènes de CP (3) = Sp(2)/S
1×
Sp(1), seules g1, stritement NK 3-symétrique, et g2, Kähler-Einstein, sont des métriques
NK. Toutes les métriques NK homogènes sur CP (3) sont des multiples de elles-i.
7. La sphère de dimension six
Il y a un seul espae homogène M = G2/SU(3)  'est à dire un seul sous-groupe de
G2 à onjugaison près isomorphe à SU(3)  ar les deux groupes sont de même rang.
Il est isomorphe à la sphère de dimension 6. On peut onstruire une struture NK 3-
symétrique sur M en prenant omme dans [15℄ sur l'espae tangent l'unique métrique,
à un multiple près, et l'unique struture presque omplexe préservées par le groupe
d'isotropie. En eet SU(3) n'admet pas de représentation autre que triviale avant la
dimension 6, G2/SU(3) est don à isotropie irrédutible. On a par onséquent
Proposition 7.1. La sphère S6, vue omme l'espae homogène G2/SU(3), admet une
seule struture presque hermitienne invariante à homotétie près. Elle est NK, 3-symétrique.
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En revanhe la variété S6, munie de sa métrique ronde g, a une innité de strutures
presque omplexes NK. Elles sont toutes invariantes sous l'ation d'un sous-groupe
diérent, isomorphe à G2, du groupe d'isométries SO(7) 'est à dire orrespondent ha-
une à une façon diérente de réaliser S6 omme l'espae homogène presque hermitien
G2/SU(3). En eet ontrairement à e qui se passe pour les autres variétés NK omme
F (1, 2), CP (3), S3 × S3, il n'y a pas ii une seule droite de spineurs de Killing qui
permettrait de dénir l'unique struture presque omplexe ompatible ave g rendant
la variété NK (voir proposition 2.4). Cependant, soit une variété riemannienne (M, g),
C. Bär a montré, dans le adre d'une expliation générale [1℄ à la fois de la théorie des
spineurs de Killing et de l'holonomie spéiale, que la donnée d'une struture presque
omplexe J sur M telle que (M, g, J) soit NK est équivalente à la donnée sur son ne
riemannien d'une 3-forme générique parallèle α (i.e. il est à holonomie ontenue dans
G2). La orrespondane est donnée par
(28) α = t2dt ∧ ω + t3dω
où ω est la forme de Kähler. Ii le ne est simplement l'espae plat de dimension 7
et la forme parallèle est onstante. Il y a don une injetion de l'espae des strutures
presque omplexes NK de (S6, g) dans l'espae des 3-formes génériques en dimension 7,
ouvert dans Λ3(R7) (voir [3℄).
La dérivée ovariante pour la onnexion de Levi-Civitá et la diérentielle extérieure
de la forme de Kähler d'une variété NK sont proportionnelles : dω = 3∇ω. Les variétés
SNK de dimension 6 vérient en outre, pour tous hamps de veteurs X, Y :
(29) ‖(∇XJ)Y ‖2 = α
(‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2 − g(JX, Y )2)
où α est un nombre réel stritement positif relié à la ourbure salaire par s = 30α. La
variété NK est alors dite  de type onstant α  (f [7℄). Si on xe la métrique standard
sur la sphère, de ourbure salaire s = 30, et la norme standard de l'espae des 3-formes
assoiée à ette métrique, α vaut 1 quelle que soit la struture presque omplexe NK et
la norme de dω par onséquent vaut toujours 6 par (29).
Alors, on se donne un endomorphisme J de arré −1 d'un espae tangent en x ∈ S6
tel que gx(JX, JY ) = gx(X, Y ), ou de façon équivalente la 2-forme ωx, et une 3-forme
ρ appartenant à la sphère de dimension 1, de rayon 6 de l'espae des 3-formes de type
(3,0)+(0,3) de TxS
6
. La 3-forme onstante α sur R7 donnée par αx = dt∧ωx+ρ permet
une rédution à G2 de l'holonomie du ne, e qui prouve réiproquement que
ω =
1
t2
ι(dt)α
est la 2-forme de Kähler d'une struture NK sur S6 ave ρ = (dω)x.
Proposition 7.2. L'ensemble J des strutures presque omplexes NK de la sphère S6
est isomorphe à RP (7).
Démonstration. Le groupe d'isométries SO(7) agit transitivement sur les strutures
presque omplexes NK par
SO(S6)× J → J
(f, J) 7→ f.J
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où ∀ x ∈M
(f.J)x = (f∗)xJx(f∗)
−1
x
Le groupe d'isotropie est isomorphe à G2 ar si f ∈ SO(7) préserve ω, il préserve aussi
α, dénie par (28). Par onséquent J est isomorphe à SO(7)/G2 ≃ RP (7). 
Cei ahève la lassiation des variétés NK homogènes simplement onnexes de di-
mension 6. En passant on a démontré la onjeture 2.3 en dimension 6 et d'après Nagy
[14℄, en toute dimension. Les résultats sont résumés dans les théorèmes 1.1 et 1.2.
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